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NOMBRES REELS ET SUITES NUMERIQUES

CHAPITRE 7

7.1

Corps des nombres réels

7.1.1 Relations

~Définition 7.1 } N

(i) Soit E un ensemble. On définit une relation R sur E par la donnée d’un sous ensemble de
E x E. Pour tout couple (z,y) dans ce sous-ensemble, on dit que = est en relation avec
y et on note xRy.

(ii) On dit que R est une relation d’équivalence si elle est
> réflexive, i.e. Vo € F, 2Rz ;
> transitive, i.e. Vx,y,z € E, (xRy et yRz) = 2Rz;
> symétrique, i.e. Vr,y € E, 2Ry = yRz.

\>

Notations. On appelle

/:[Déﬁnition 7.2 (Relation d’ordre)} N

N I’ensemble des nombres entiers naturels
b
Z '’ensemble des nombres entiers relatifs,
D I’ensemble des nombres décimaux
b
Q I'ensemble des nombres rationnels,
R I’ensemble des nombres réels.

On dit qu’une relation R sur E est une relation d’ordre si

> eclle est réflexive : Vo € FE, xRux;

> elle est transitive : Vx,y,z € E, (zRy et yRz) = zRz;

> elle est antisymétrique : Vz,y € E, (zRy et yRzx) = = = y.

\>

.

ﬁ[Proposition 7.3 } N

La relation d’ordre sur R est compatible avec la somme et le produit. En particulier,
a<b

o <\b’ } =a+ad <b+V;

0<a<b

/ /
Oga’gb’}:”m < bY'.

)

Remarque. Attention au sens des inégalités lors de la multiplication par un nombre négatif ou du passage
a l'inverse notamment.

o7
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7.1.2 Bornes supérieure et inférieure

/:[Déﬁnition 7.4 (Bornes supérieure et inférieure)} N\

Soit A une partie de R. Sous réserve d’existence,
(i) on appelle borne supérieure de A le plus petit élément de ’ensemble des majorants de A.

(ii) on appelle borne inférieure de A le plus grand élément de ’ensemble des minorants de A.

\> 2/

Notations. On note sup A et inf A ces éléments.

{Proposition 7.5 } N

(i) Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

(ii) Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

= J

ﬁ[Proposition 7.6 } N

Soit A une partie de R admettant une borne supérieure. Alors pour tout « € R,

a<supA&dac A a<a.

. J

/—[Proposition 7.7 (Caractérisation de la borne supérieure)} ~

Soit A une partie non vide de R. Alors on a équivalence entre
(i) s=supA;
(ii) s est un majorant de A et Ve > 0, Ja € A, s — e < a.

= J

Remarque. De méme on a équivalence entre
(i) i =inf A;

(ii) 7 est un minorant de A et Ve >0, € A, b <i+e.

7.1.3 Valeur absolue

Définition 7.8 }

Soit z € R. La valeur absolue de x est |z| = max(—z, z).
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ﬁ[Proposition 7.9 j N

Soient z,y € R et r € R%.. Alors

e [z|=0&2=0; o —|z| <z < |x|;

o |z|=r=2x=4=r; o z|<re —r<e<r;

o |zy| = |z[lyl; o |z|<r& —r<z<r;

o ‘%‘:% (avec z #0); e max(z,y) = s(z+y+|r—y|);
[ ]

min(z,y) = 3(z +y — |z —yl).

Vn eN, |z"| = |z|";

Théoréme 7.10 (Inégalités triangulaires)}

Soient z,y € R. Alors
lzl = lyll <z —yl et |z+yl <[z + ]yl

Remarque. La partie droite de I'inégalité ci-dessus est valable (par récurrence) pour une somme de plu-
sieurs termes.

ﬁ[Proposition 7.11 j <

Soit € R. Alors on a équivalence entre
(i) z=0;
(ii) Ve > 0, |z| <e.

7.1.4 Intervalles de R

Il y a 10 types d’intervalles de R : 0, R, ]a, b, [a, ], [a, b], ]a, b], [a, +00[, ]a, +00[,] — 00, b[,] — 00, b] (avec
a,b € R).

Définition 7.12 }

On appelle droite réelle achevée I’ensemble noté R = R U {—o0, +00}.

Proposition 7.13 }

Une partie X de R est un intervalle si et seulement si pour tous a,b € X, [a,b] C X.
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7.1.5 Approximations de réels

Proposition et définition 7.14 (Partie entiére)}

Pour tout z € R, il existe un unique entier p tel que p < x < p + 1, appelé partie entiére de x
et noté E(x) ou [z].

\>

ﬁ[Proposition 7.15 } N

e Pour tout z € R, E(z) = x si et seulement si x € Z.

e Pour tout z € R et tout p € Z, p < E(x) si et seulement si p < z.

e La fonction partie entiere est croissante sur R.

e Pour tous nombres réels a > 0 et z, il existe un unique couple (p,r) € Z x [0,a[ tel que
x =pa+ 7. On a alors p = E(z/a).

= J

Rappel : un nombre décimal est un nombre de la forme 17 avec p € Z et k € N.

7.2 Suites numériques

7.2.1 Généralités

~Définition 7.16 } N

On appelle suite de nombres réels une famille de nombre réels indexée par N, c¢’est-a-dire une

application
u:N—=R.

On note alors u, = u(n), appelé terme général de la suite.

\> 2/

Notations. L’ensemble F(N,R) des suites réelles est noté R et une suite u sera le plus souvent définie
par son terme général et notée (up)nen ou (uy) lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.
Remarque. Une suite peut étre simplement définie a partir d’un certain rang (apcr) ng. On la note alors

(Un)n>no-

r:(Déﬁnition 7.17 ) S

Etant données deux suites (uy,) et (v,) et un nombre A € R, on définit sur RY les opérations de
somme, produit et multiplication par un scalaire par

o (un) + (vn) = (up + vp),

o Aun) = (Aun),

o (un) x (vn) = (upvn).
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/:[Déﬁnition 7.18 (Ordre)} N

Soit (uy,) € RY. On dit que (uy,) est

(i) majorée si 'ensemble de ses termes est majoré dans R, c’est-a-dire si
dIM e R, Vn € N, u, < M,;

(ii) minorée si I’ensemble de ses termes est minoré dans R, c’est-a-dire si
IneR,Vn e N, m < uy;

(iii) bornée si elle est minorée et majorée.

\> 2/

= Définition 7.19 (Monotonie) |

Soit (u,) € RY. On dit que (uy) est
(i) croissante si

Vn € N, up < Upi;

(ii) décroissante si
Vn € Ny tpy1 < Up;
(iii) monotone si elle est croissante ou décroissante.

(iv) On dit que (uy,) est strictement croissante, strictement décroissante ou strictement
monotone si les inégalités ci-dessus sont strictes.

\> 2/

Remarque. On aura souvent simplement besoin de vérifier ces propriétés a partir d’un certain rang,
c’est a dire que la propriété en question sera vraie pour tout n > ng avec ng € N. Une suite constante a
partir d’un certain rang s’appelle une suite stationnaire.

7.2.2 Etude asymptotique

Convergence

~(Définition 7.20 } N

On dit qu'une suite (u,) € RY converge vers ¢ € R si
Ve>0,ANeN,VneN, (n > N = |u, — (| <¢).

Si un tel réel £ existe, on dit que la suite est convergente et sinon on dit qu’elle est divergente.
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Théoréme et définition 7.21 (Unicité de la limite)}

Soient £, ¢ € R et soit (u,) € RY une suite qui converge vers £ et vers £’. Alors £ = {', ce nombre

s’appelle alors la limite de la suite u et on note lim wu, = /.
n——+o0o

\

{Proposition 7.22 } ~

La suite (uy) converge vers ¢ si et seulement si la suite (u,, — ¢) converge vers 0.

. /

ﬁ[Proposition 7.23 } ~

Toute suite convergente est bornée.

. J

ﬁ[Proposition 7.24 } N

Tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels

. J

ﬁ[Proposition 7.25 j N

Soit (uy,) € RY une suite qui converge vers £ € R et soit a € R.
e Si/ > a, alors (uy) est minorée par un réel m > a apcr.
e Si ¢ < a, alors (u,) est majorée par un réel M < a apcr.

e Si { # a, alors u, # a apcr.

Opérations sur les limites

/—[Proposition 7.26 (Somme, produit)} N
Soient (uy) et (v,) deux suites convergentes. On note £ = lim wu, et ¢ = lim wv,. Soient
n—+00 n—+00
A i € R, Alors

(i) la suite (Auy, + pvy,) converge vers A\ + ul’;

(ii) la suite (u,v,) converge vers £¢'.

(. J

/—[Proposition 7.27 (Inverse)} N

Soit (uy,) une suite qui converge vers £ # 0. On peut supposer u,, # 0 (quitte a faire ’étude apcr).
Alors la suite (1/u,) converge vers 1/¢.
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({Proposition 7.28 (Valeur absolue)} N

Si (uy) converge vers ¢, alors (|u,|) converge vers |/].

/{Proposition 7.29 (Ordre)} N

Soient (uy) et (v,) deux suites convergentes.

(i) Siup, < v, aper, alors lim u, < lim v,.
n—-+o0o n—-+0o

(ii) Siup, < a aper, alors lim u, < a.
n—-+oo

(iii) Si up > a aper, alors lim u, > a.
n—+oo

-

Remarque. Les inégalités strictes ne passent pas a la limite.

/:[Théoréme 7.30 (Encadrement, gendarmes)j[ N\

Soient (uy), (vn), (w,) € RY. On suppose

> Up < vy < Wy aper,

> (uy) et (wy) convergent toutes deux vers ¢ € R.
Alors (vy,) converge également vers £.

N\ -/
Remarque. Un cas particulier : si |u,| < v, apcr avec v, qui converge vers 0, alors u, aussi.
Suites extraites
Définition 7.31 }
Soit (u,) € RY. On dit que (v,,) est une suite extraite ou une sous-suite de (u,) s'il existe une
application strictement croissante ¢ : N — N telle que pour tout n € N, vy, = ug ().
Proposition 7.32 } N
Toute suite extraite d’'une suite convergente converge vers la méme limite.

J

Remarque. En particulier pour montrer qu’une suite bornée n’est pas convergente, il suffit de trouver

deux suites extraites qui convergent vers deux limites différentes.
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Limites infinies

~{Définition 7.33 ) N

On dit qu’une suite (u,) tend vers +oo (et on note lirf Up = +00) si
n—-—+0o0

VAeR,INeN,VneN, (n > N = u, > A).

On dit qu’une suite (u,) tend vers —oo (et on note lim w, = —0o0) si
n—+400

VBeR,INeN,VneN, (n > N = u, < B).

Remarque. Une suite qui tend vers +o0o (respectivement —oo) n’est pas majorée (resp. pas minorée). En
particulier, elle diverge.

Proposition 7.34 }

La somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est divergente.

{Proposition 7.35 } N

— Soit (un) € RN telle que |uy| tend vers +oc. Alors (1/uy,) converge vers 0.

— Soit (u,) € RN telle que |u,| tend vers 0. Alors (1/u,) diverge. De plus,
1

> siuy >0 aper alors lim — = +o0,
n—+oo “n
> siu, <0 apcr alors lim -+ = —oo0,
n—+oo Un
& J
ﬁ[Proposition 7.36 j N

Soient (uy,) et (vy) deux suites telles que u,, < v, & partir d’'un certain rang. Alors

(i) si up, —— 400, alors v, —— +00
n——+0o0o n—~+00

(ii) si v, — —o0, alors u, ——— —o0
n——+oo n—-+oo
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Monotonie

(:[Théoréme 7.37 (Limite monotone)} N

(i) Soit (uy) € RY une suite croissante.
e Si (uy,) est majorée, alors elle converge vers ¢ = sup{u,, n € N}.
e Si (uy) n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oc.

(ii) Soit (u,) € RN une suite décroissante.
e Si (uy) est minorée, alors elle converge vers ¢ = inf{u,, n € N}.
e Si (uy,) n’est pas minorée, alors elle diverge vers —oo.

(:[Déﬁnition 7.38 (Suites adjacentes)} S

On dit que deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes si
(i) (up) est croissante,
(ii) (vp) est décroissante,

(iii) vp — up e 0.

Théoréme 7.39 j

Soient (uy) et (vy,) deux suites adjacentes. Alors (uy,) et (v,) tendent vers la méme limite ¢ qui,
de plus, vérifie u,, < ¢ < v, pour tout n € N.

~Définition 7.40 } N

Etant donné un nombre z € R, on définit pour tout n € N

E(10 E(10"z) + 1
o, = £00%2) - oy BE(0"2) + 1

10m 10"

Ces quantités sont appelées valeur décimale approchée de x a 10™" pres, respectivement par
défaut et par exces.

Proposition 7.41 }

Les suites (ay,) et (by,) sont adjacentes et leur limite commune est x.
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Relations de comparaison

~{Définition 7.42 ) N

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles, (v,,) ne s’annulant pas apcr.

(i) On dit que (uy) est dominée par (v,) si <un> est bornée apcr et on note u, = O(vy).
Un

(ii) On dit que (u,) est négligeable devant (vy,) si o 0 et on note Uy, = 0(Vp).
Vp MN—+00

. . u
(iii) On dit que (uy) et (v,) sont équivalentes si — ——— 1 et on note u, ~ v,.
Vp M—+00

Notations. La notation ~ est incomplete. On devrait plutot écrire u, ~ wv,. Les notations completes
n—oo

sont de méme u, = o (vy) et up, = O (vy).
n—oo n—oo

r:[Proposition et définition 7.43 ) N

La relation ~ est une relation d’équivalence sur les suites c’est-a-dire qu’elle est
(i) réflexive : u, ~ uy,;
(ii) symétrique : u, ~ v, < v, ~ Uy ;

(iii) transitive : (u, ~ v, et vy ~ Wy) = Uy ~ Wy.

r:(Théoréme 7.44 j S\

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles. Alors

Uy ~ Vp, & Up — Uy = 0(Uy).

Remarques.

e Dire u,, = o(1) revient a dire u,, —— 0.
n—-+4o00

e Dire u,, ~ a revient a dire u,, —— a.
n—-+00

e Siu, = o(v,) ou u, ~ vy, alors a fortiori u, = O(vy,).
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(—[Proposition 7.45 (Comparaison et limites)}

Etant données deux suites réelles (up) et (vp),

Up ™~ Up
v, —— L ER = Un > 4
n—-+00

v, ——— 0
n—-+0o

U, = 0(vn) ou uy = O(vy) }
=

Wiy, =——> 9rCQ
n—-+o0o

Uy, = O(Un) ou Un = O(Un) }

ﬁ[Proposition 7.46 }

Soeint u, ~ a, et v, ~ b, définissant quatre suites réelles. Alors
(1) UpUn ~ Anby ;
Un an .

(ii) si up et v, ne s’annulent pas apcr, o2 ~ 72 ;
n n

(iii) si up = 0 aper, alors uf ~ vy pour tout a € R.

Remarque. Attention!

e On ne somme pas d’équivalents.
e On ne compose pas les équivalents (en particulier on ne les passe pas au log ou a I’exponentielle).

ﬁ[Proposition 7.47 }

Soient (uy) et (vy,) deux suites & termes strictement positifs.

u v
(i) Si Ziﬂ < 2 aper, alors uy, = O(vy).
n n

.. . Un+1
(i) @ Si = — ¢ < 1, alors u, — 0.
Up —~ M—+00 n——+o00

. Un41
e Si 2 s> 1, alors u, —— “+o00.
Un, n—-+o0o n—-+00

({Proposition 7.48 (Suites de référence)}

Soient > 1 et o, 8 > 0. Alors

6 ES 2 . @ = ny . w = | | — n
(Inn) n_owo(n ); n n_omo(x ); n_o)oo(n.) et n! n_owo(n ).
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r:[Théoréme 7.49 (Equivalents usuels)} N

Soit (uy,) une suite tendant vers 0. Alors

(i) sinuy, Y Un; (v) (e"~ —1) U
(i) tanwuy, N Un; '
(i) In(1 + up) s (vi) shu, L Un
(iv) 1 —cosu, ~ u_% (vil) (14+up)*—1) ~ oau
n oS D n o Olin.
& J

Remarque. Plus généralement, on peut retenir que pour f une fonction dérivable en 0 avec f'(0) # 0 et
(un) qui converge vers 0, on a

(f(un) = £(0)) ~ f'(0)un.

n—oo



