PCSI Jacam 01/02/2017
DEVOIR SURVEILLE N° 5 (durée : 4 heures)

Les calculatrices et les documents sont interdits.

Les résultats devront étre |encadrés |

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1

Soit la suite (u,) définie par ug > 0 et u,11 = /2 + up,. On note f(x) = /2 + = la fonction f telle que
Upt1 = fun).

1. Montrer que [0,2[ est un intervalle stable par f, c’est-a-dire que si = € [0,2] alors f(z) € [0,2].

2. Supposons ug € [0,2[. Montrer que (u,) est majorée et croissante.

3. En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

4. Faire une étude similaire pour conclure dans le cas ou ug €2, + oo|.

Exercice 2

Soit a > 0 et soient () et (yn) deux suites réelles définies par

Montrer que z,, et ¥, sont positifs pour tout n > 0.

Montrer que Vn > 0, z, < yYn-

Etudier la monotonie de () et (yy).

En déduire que (x,) et (y,) convergent.

Montrer que pour tout n € N, on a |Tp+1 — Ynt1| < 5[Tn — Y-
Montrer que (z,,) et (y,) convergent vers la méme limite notée £.

Montrer que la suite (z,y,) est constante.
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En déduire la valeur de 4.

Probléme 1| (Séries chronologiques)

On définit les suites (ay,), (bn) et (¢,) par ag = by = ¢p = 1 et pour tout n € N :

An+t1 = Qp — 2Cp,
bn-l—l =ap+ 3bn +cn

Cny1 = an +4cy

Dans toute la suite, on note X, la matrice colonne X,, = | b,

1. Calculer aq, by et ¢;.



2. Montrer que pour tout n, on peut écrire X, 11 = AX,, ou A est une matrice 3 x 3 & déterminer. En
déduire que pour tout n € N, X,, = A" X).
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3.0nposeJ=|1 1 1 |.Montrer que A= I3+ 2J.
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4. Calculer J?, J? puis déterminer une expression de J" pour tout n € N.

5. En déduire que pour tout n € N,
A" =2"13+ (3" = 2")J.

6. En déduire enfin que pour tout n € N,

an = 2n+2 _ 3n+1
bn — 3n+1 _ 2n+1
Cn = 3n+2 _ 2n+1

7. Résoudre dans R? le systeme linéaire

r—2z=0
r+3y+z=0
r+4z=0

8. Donner la définition d’une matrice inversible.
9. Déduire de la question 7 que A est inversible et déterminer A~!.
10. On considere dans cette question que ag,bg,co € R.
(a) Sia; =b; = ¢ =1, déterminer ag,bp,co.

(b) Plus généralement, si pour n € N, a,, = b,, = ¢,, = 1, que valent ag,bp,co ?

Probléeme 2

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =Inx + .
Soit n € N*

—_

. Etudier les variations de f.

2. En déduire que I’équation f(x) = n admet une unique solution o, € R’ . Déterminer ;.
3. (a) Etudier le sens de variation de la suite (o, )pen
(b) Montrer que pour tout n € N*, on a
n
3 < ap < n.
(c) En déduire la limite de la suite (o, )nen+-
@ In(«
4. (a) Montrer que — =1 — ( n)
n n
(b) Montrer que o, ~ n.
n—oo
(c) Calculer, si elle existe la limite de (41 — o).

5. On considere la suite (uy,) définie pour n > 2 par

n— o,
Uy = )
Inn



(a) Montrer que pour tout n > 2, on a

In (;)

Inn

1—-u, =

(b) Etudier la convergence de la suite (uy) et calculer sa limite éventuelle.

(c) Montrer que In <l> ~ man

n ) p—oo %n
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(d) En déduire que 1 —u,, ~

n—oo

Exercice 3

On donne 442 = 1936 et 452 = 2025. Calculer (ou du moins exprimer simplement)



