PCSI Jacam 23/05/2017
DEVOIR SURVEILLE N° 8 (durée : 4 heures)

Les calculatrices et les documents sont interdits.

Les résultats devront étre |encadrés|.

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Probléeme 1

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur R a valeurs dans R. On note
2

EO:{fGE,/O Ftydt =0V,

C' le sous-ensemble des fonctions constantes,
P le sous-ensemble des fonctions continues 27-périodiques,

27
Py = {feP, f(t)dt:O}.
0

1. (a) Montrer que Ey et C sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Montrer que E = Ey & P.

(c) Montrer que P est un sous-espace vectoriel de E puis démontrer rapidement que Py est aussi un
sous-espace vectoriel de F.

2. Soit f € F.

2
(a) Montrer que f admet une unique primitive F' continue sur R telle que / F(t)dt = 0. On notera
0

©(f) cette primitive.
(b) Lapplication ¢ : E' — E est-elle linéaire ? injective ? surjective ? bijective ?

Soit f € P.
2

a+2m
(a) Montrer que Ya € R,/ f(t)dt = f(t)dt.
a 0

(b) Montrer que f admet une primitive dans P si et seulement si f € Pp.
(c) Dans ce cas, montrer que ¢(f) € Fp.
3. On note désormais ® : Py — Py la restriction de ¢ a Py. On définit par récurrence des fonction
polynomiales B, : [0,27] — R pour n € N par :
e By est la fonction constante égale a 1,
e pour tout n € N, By11 = ¢(By).
(a) Calculer B,(t) pour n =1et n =2.
(b) Montrer que pour tout n > 2, B, (0) = B, (27).
4. Pour tout f € Py et tout n € N, on définit une fonction H,(f) : R — R par

(_1)n+1 27

H,(f):z— B, (t) f(x + t)dt.

2T 0
(a) Montrer que H,(f) est une fonction 27-périodique.

(b) Montrer que Hi(f) = ®(f).

(c) Montrer que pour tout n > 1, Hyy1(f) = Hp(®(f)).

(d) En déduire que pour tout n > 1, H,(f) = ®"(f) (ou " désigne $o...o0d)

n fois



Soit f : (z,y,2) — (z—2y+4z,—4x+8y+22,92) une application définie sur R3. On admet que f € L(R?),
I'ensemble des endomorphismes de R3.

1

2.
3.

Donner la matrice de f dans la base canonique de R3. On note A cette matrice.
Déterminer les valeurs de A pour lesquelles rg(A — A3) < 3.
Soit E) I'équation f(u) = Au on u = (x,y,z). Montrer que F) équivaut au systéme :

1-XNzx—-2y+42 = 0
—Adx+8-Ny+2z = 0
(9—N)z =0

4. En déduire que f(u) = Au possede u = (0,0,0) comme unique solution si et seulement si A ¢ {0,9}.

9.

Montrer que 'ensemble des solutions de Fg est un espace vectoriel de dimension 2 dont on donnera
une base (u1,u2).

Montrer que 'ensemble des solutions de Ey est un espace vectoriel de dimension 1 dont on donnera
une base ugs.

Ecrire la matrice de f dans la base uj,us,u3. On note D cette matrice. La matrice obtenue est-elle
inversible 7 Quel est son rang?

1
Montrer que D et D? sont liées, en déduire que A et A? sont liées. Montrer que — A est la matrice d’un
projecteur.
Exprimer A" en fonction de A (pour n € N*).

Probléeme 2

Dans ce probleme on va s’intéresser aux compositions successives d’une fonction avec elle-méme : on note
pour cela fI = f et, pour n > 2, fI"H1 = fo fIU. Ainsi, f2l = fo f, fBl = fo fo f, etc. On rappelle que
la fonction tangente est de classe C* sur son ensemble de définition, donc sur un voisinage de 0.

1.
2.

Justifier que pour tout n € N*, tanl™ est de classe C> au voisinage de 0.
Quelle hypothése minimale permet d’affirmer que tan™ admet un développement limité (DL) a l'ordre
5 en 07 Justifier que ce DL sera de la forme
tan(z) = anx 4 bpa® + ez’ + o(z?)
z—0

avec an,bn,cn, € R.

sin
En utilisant tan(x) = , déterminer un DL a l'ordre 5 en 0 de tan(z). En déduire les valeurs de
cos

alablacl-

4. Calculer les valeurs de as, bo, ca.

Pour n € N*, établir les expressions de a1, bp11, cnr1 en fonction de ay, by, ¢, uniquement.

. Expressions des trois suites :

(a) En déterminant la nature de (a,), donner une expression de a,, pour tout n € N*.
(b) En déterminant la nature de (b,), donner une expression de b, pour tout n € N*.
n—1
(¢) Pour n > 1, calculer Z(Ckﬂ — ¢x) puis en déduire l'expression de ¢, en fonction de n.
k=0
Conclusion : donner le DL & I'ordre 5 en 0 de tan™(z).
Déterminer la plus petite valeur de n > 1 pour laquelle la partie principale du DL de tan!™ () en 0 a
tous ses coeflicients entiers.



