TD 11. Riemann et Taylor

11.1 Intégration

‘Exercice 11 1‘
Soit f [a,b] — R. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

f‘ [ 11

()f>00uf\

|Exercice 11.2] (Un théoréme de point fize)

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que / f = 1/2. Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que
0

flo)=c.

‘Exercice 11.3‘
Montrer que

bdg b—a
— < .
a T vab

Exercice 11.4‘
Pour toute fonction f de classe C! sur [a, b], démontrer que

lim /b f(t)sin(nt)dt =0

n—-+o0o a

Méme question avec f en escalier puis avec f continue sur [a, b)].

Exercice 11.5‘
Calculer les limites suivantes

1. lim Zn:L 2. lim ZH:L lim Z\/ (n—k

n—+o00 P n? + k2’ n——+o00 n? + k2’ n—-+oo N2

Exercice 11.6 ‘

Etudier les variations de la fonction

11.2 Formules de Taylor

‘Exercice 11.7‘
Montrer que le reste dans la formule de Taylor avec reste intégral peut s’écrire

1 —u)"
Ru(z) = (z — o)™t /0 (1n!)f(”+1)(a + (z — a)u) du.
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Exercice 11.8

Déterminer les développements limités en 0 des fonctions suivantes.

1. x — sinxcosx a l'ordre 5, 5. z +— (14 2z)* a lordre 5,
2. @ —— aTordre 3, 6. v In (Z4) a Tordre 3,
3. x—1In (%) a lordre 4, 7. x— (14 x)% a l'ordre 3,
4. z % a l'ordre 3, 8. = — /3 +cosz a lordre 3.

Exercice 11.9‘ Déterminer les développements limités en xy des fonctions suivantes.

1. o sinx en 79 = 7 a l'ordre 3, 3. T +— IHTI en ro = 1 a l'ordre 4.

2. x—¢e¥ en xg =1 a lordre 4. 4. © — Arctanz en zg = 1 & 'ordre 3.

‘ Exercice 11.10‘

1. Calculer/ (1 +tan®t)dt.
0

2. En déduire le développement limité a ’ordre 8 de tan en 0.

‘Exercice 11.11‘
En utilisant des développements limités, calculer

. T L 1
L. IEI_POO tzt+l-g, 3. lim <x+ln (1—{—)),
r—r+00 x

1

. 3 s
2 1lim <smm> ’ 4 lim xln(l + ) sm:c.
x—0 x T—+00 tanx — x

Exercice 11.12‘
En utilisant des développements limités, donner un équivalent simple de

e =14z en 0 2. /T —+/sinz en 0T,
(22 +1)(z+3) ’

1 1
3. ez —e=z+l en +o00.



