CHAPITRE 14

ALGEBRE LINEAIRE

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C ou, plus généralement, un corps contenant Q.

14.1 Espaces vectoriels

14.1.1 Définition et premieres propriétés

/:(Déﬁnition 14.1 ) '

Soit E un ensemble. Une application < - > de la forme

KxFE — FE
A\zx) —» Xz

est appelée loi de composition externe sur F.

\> 2/

c[Déﬁnition 14.2 (Espace Vectoriel)} N

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + et d’une loi de composition
externe notée -. On dit que E est un espace vectoriel sur K si
(i) (E,+) est un groupe commutatif, c’est-a-dire
> La loi + admet un élément neutre dans F, noté Og,
> la loi + est associative,
> tout x € E admet un symétrique par +, noté —z,
> a loi + est commutative.
(ii) la loi - vérifie les propriétés suivantes :
> Ve E,VA\peK, A (p-x) = (M) -z,
> Veel lg-x =z,
>Ve,ye EEVAEK A (z+y)=X-z+ Xy,
>Vee E,V\pueK A+p)-z=X-z+p-x.

\> 2/

~(Définition 14.3 } N

Etant donné un K-espace-vectoriel F, les éléments de E sont appelés des vecteurs de E ; I’élément
0p est appelé vecteur nul. K est appelé corps de base de E et ses éléments sont appelés des
scalaires.
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ﬁ[Proposition 14.4 j ~

Soient x,y € F et A\, u € K. Alors

() —(A-2) =(=A) -z =X (—2);

i) N\-z2=0 (A=0o0uz=0g);

(iii) Six #0pg, alors A\ x =p- - < X = u;
(iv) SiA#Oalors Az =Xy xz=y.

. J

~(Définition 14.5 } N

Soient (u;);=1.., une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs
u; un vecteur de la forme

n

E )\iu’ia

i=1

ol \; € K pour tout ¢ =1...n.

\\ ~/

Remarque. Un objectif est souvent de savoir exprimer n’importe quel vecteur comme combinaison linéaire
de certains vecteurs de base, les A; jouant alors le réle de coordonnées; nous y reviendrons.

14.1.2 Exemples fondamentaux

Produit d’espaces vectoriels

ﬁ[Déﬁnition et proposition 14.6 j N

Soient (F1,+,-) et (Ea,+, ) deux K-espaces vectoriels. Alors on peut définir sur F; x Es la loi
de composition interne

4P ¢ (E1><E2)2 — F1 x Ey
((z1,22), (y1,92)) = (%14 Y1, %2 + y2)

et la loi de composition externe

S KX(ElXEQ) — B x By
()\,(ﬂfl,xg)) —> ()\'561,)\-.'1/‘2)

qui en font un K-espace vectoriel : I’espace vectoriel produit de E; et Fs.

. J

Remarque. Ceci permet de définir le plan R? ainsi que tous les espaces K.
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Espaces de polynémes

ﬁ[Proposition 14.7 j

La loi externe
K x K[X] — K[X]
(MP) — AXxP

fait de (K[X], +,-) un K-espace vectoriel.

Espaces de fonctions

ﬁ[Déﬁnition et proposition 14.8 }

Etant donnés un ensemble X et un K-espace vectoriel (E,+,-), on note F(X, E) ensemble des
fonctions X — E. On peut définir la somme de fonctions et la multiplication par un scalaire :
étant donnés f,g € F(X,E) et X € K|

f+g : X — FE et A-f X
%

E
z = f(x)+g(2) A

_)
—

()

qui font de (F(X, E), +, ) un K-espace vectoriel.

14.1.3 Sous-espaces vectoriels

/:(Déﬁnition 14.9 )

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' C E un sous-ensemble de E. On dit que F est un
sous-K-espace vectoriel de E si
(i) F est non-vide,
(ii) F est stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire
> Ve,ye F,x+ye€F,
>VereF,VAeK, ANz € F

\>

Remarque. En pratique, pour montrer que F est non vide, on vérifiera le plus souvent que Op € F.

Proposition 14.10 }

Soit F' un sous-K-espace vectoriel de (E,+,-). Alors la restriction a F des lois + et - fait de
(F,+,-) un K-espace vectoriel.

Remarque. Le plus souvent, pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on s’attachera a montrer

qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.
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({Proposition 14.11 (Intersection de sous-espaces)} ~

Soit £ un K-espace vectoriel.

(i) Soient Fj et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F} N F, est un sous-espace vectoriel
de F.

n
(ii) Soit n € N* et soient (F;);=1..., n sous-espaces vectoriels de F. Alors ﬂ F; est un sous-espace
i=1
vectoriel de F.

(iii) Soit I un ensemble quelconque et soient (F;);cr une famille de sous-espaces vectoriels de E.

Alors ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

(:[Déﬁnition 14.12 (Sous-espace engendré)} N

(1) Soient E un espace vectoriel et A une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel
engendré par A et on note Vect A le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.
Autrement dit, /' = Vect A si et seulement si

(i) F est un sous-espace vectoriel de E,
(i) ACF,
(iii) pour tout sous-espace G de F tel que A C G, on a F C G.

(2) Soient I un ensemble et (u;);er une famille de vecteurs de E. Le sous-espace engendré par
la famille (u;) est le sous-espace engendré par I'ensemble {u;, i € I'}, noté Vect ((u;)ier).

Définition 14.13 (Somme de sous—espaces)} N

Soient £} et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme de F; et F, est ’ensemble

Fy+ Fh = {SL‘ ek, E|($1,$2) e X Fy, x :SL‘1+ZL‘2}.

ﬁ[Proposition 14.14 j -

Soient Iy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
Fi+ Fy = Vect(F1 U FQ).

A fortiori, F1 + F5 est un sous-espace vectoriel de E.
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(—[Proposition 14.15 (Générateurs et sommes)}

(i) Soient A et B deux parties d'un espace vectoriel E. Alors Vect A + Vect B = Vect(A U B).

(i) Soient (u;)i=1..n €t (v;)j=1..m deux familles de vecteurs de E.
On note (Wg)g=1..n+m = (U1, ..., Un,V1,..., V). Alors

Vect ((us)i=1..n) + Vect ((vj)j=1...m) = Vect ((Wg)k=1...n+m) -

-

r:(Théorérne et définition 14.16 j

On dit que deux sous-espaces vectoriels F; et F» de E sont supplémentaires dans F s’ils
vérifient 1'une des deux propriétés équivalentes suivantes.

(i) Vo € E, (x1,22) € E1 X Eg, © = x1 + X2.
(ii) E=F+Fyet F4FNF, = {OE}
On note F = F; ® F5.

14.2 Applications linéaires

Dans la suite, E et F' désignent des K-espaces vectoriels.

14.2.1 Définitions

~(Définition 14.17 }

On dit qu’une application f: E — F est linéaire (ou K-linéaire) de F dans F' si

(i) Vo,y € E, f(x +y) = f(x) + f(y),
(i) Ve € E,YA €K, f(A-2) = A f().

\>

Remarque. On parle aussi de morphisme ou d’homomorphisme d’espaces vectoriels.

ﬁ[Proposition 14.18 }

Soit f :— F une application linéaire. Alors
(i) f(0g) =0,
(ii) Vx € E, f(—x) = —f(=).

Définition 14.19 )

(i) Une application linéaire E — E est appelée endomorphisme de E.

(ii) Une application linéaire E — K est appelée forme linéaire sur E.
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Notations. On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de F dans F' et L(E) (on trouve parfois
End(FE)) ’ensemble des endomorphismes de E.

14.2.2 Opérations

Proposition 14.20 (Structure)}

L’ensemble L£(E, F) des morphismes de E dans F' est un sous-espace vectoriel de F(E, F').

Remarque. En particulier, 'application nulle et la combinaison d’applications linéaires sont des applica-
tion linéaires.

({Proposition 14.21 (Composition)} -

Soient F, F', G trois espaces vectoriels. Si f : E — F et g : FF — G sont deux applications
linéaires, alors g o f est une application linéaire de E dans G.

= J

{Proposition 14.22 } .

Soient f, f1, fo € L(E,F) et g,91,92 € L(F,G). Soit A € K. Alors
(i) go(fi+f2) =go fi+go fo,

(i) (g1 tg2)of=g10of+g2of,

(ili) go (A f) =A-(go f)=(A-g)o f.

. J

Remarque. Dans le cas ot E = F = G, ces propriétés font de (L(E), +,0) un anneau.

14.2.3 Bijectivité

ﬁ[Proposition 14.23 j

Soit f : E — F une application linéaire et bijective. Alors la réciproque de f est une application
linéaire f~': F — E.

.

~Définition 14.24 } N

(i) On dit que f: E — F est un isomorphisme de F dans F si elle est linéaire et bijective.
On dit que FE et I’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de F dans F'.

(ii) On dit que f: E — E est un automorphisme de E si elle est linéaire et bijective.
On appelle groupe linéaire ’ensemble des automorphismes de E, noté GL(E).
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ﬁ[Proposition 14.25 j N

(i) Soient f : E — F et g : F — G deux isomorphismes. Alors go f : E — G est un
isomorphisme.

(ii) Soient f et g deux automorphismes de E. Alors fog et go f sont deux automorphismes de
E.

(. /

Remarque. Cette propriété fait de (GL(E), o) un groupe.

14.2.4 Noyau, image

= Définition 14.26 (Noyau)) |

Soit f € L(E,F). On appelle noyau de f, noté Ker f, I’ensemble

Ker f = 7' ({0r}) = {z € B, f(z) = 0F}.

\\ ~/

ﬁ[Proposition 14.27 } N

Soit f € L(E, F). Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

. J

/:(Théoréme 14.28 j N\

Soit f € L(E,F). Alors f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.

\ o’

/:[Déﬁnition 14.29 (Image)} N

Soit f € L(E, F). On appelle image de f, notée Im f, 'ensemble

Imf=f(E)={yeF,IxcE,y=f(x)}.

\ o’

ﬁ[Proposition 14.30 j N

Soit f € L(E,F). Alors Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Théoréeme 14.31 ]

Soit f € L(E, F). Alors f est surjective si et seulement si Im f = F.
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R

14.2.5 Equations linéaires

—Définition 14.32 } |

On appelle équation linéaire une équation d’inconnue x de la forme

flx)=0 (14.1)
avec
e feL(E,F),
e b € F appelé second membre de I’équation.
N\ 2/
/:[Théoréme 14.33 (Solutions d’une équation linéaire)} N

L’ensemble (S) des solutions de I’équation linéaire (14.1) est

soit vide,

soit un sous-espace affine de F dont la direction est Ker f, c’est-a-dire : si 2y est une solution de
I’équation (14.1), alors S = g + Ker f.

Remarque. Pour résoudre une équation linéaire comme celle présentée en (14.1), il faut donc trouver une
solution particuliere a cette équation, ainsi que ’ensemble des solutions de ’équation sans second membre
(appelée équation homogene) : f(x) = 0p.

/{Proposition 14.34 (Principe de superposition)} N

Soit f : E — F une application linéaire. Soient (b;);=1.., une famille d’éléments de F et (\;)i=1..n
n

des scalaires. On consideére I’équation (14.1) avec b = Z Aib;. Si pour tout ¢ = 1...n, x; vérifie

=l

n
Zo = E NiZ;
=1l

f(z;) = b;, alors

est une solution de I’équation (14.1).

14.3 Projections, symétries

On suppose dans ce chapitre que F' et G sont deux sous-espaces supplémentaires de FE, c’est-a-dire
E=FadG.
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/:[Déﬁnition 14.35 (Projection)} N

Si pour tout x € F, on note x = zp + x¢ avec zp € F et xg € G, la projection sur F
parallélement a G est ’application

p : E — FE
T +— ITF.

\> 2/

ﬁ[Proposition 14.36 j N

La projection p sur F' parallelement a G est linéaire et
(i) Kerp=G et Imp=F.
(ii) pjp = IdF et pjg = 0.
(iii) pop =p.

. J

Remarque. Si on appelle g la projection sur G parallelement & F', alors on a
(i) p+q=1dg,
(ii) F = Kerq = Imp,

(ili) G = Kerp =1Img.

Définition 14.37 (Projecteur)} N

On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € L(FE) qui vérifie

poep=p.

Proposition 14.38 }

Si p est un projecteur de FE, alors c¢’est une projection sur Im p parallelement a Ker p.

= Définition 14.39 (Symétrie) \

Si pour tout z € E, on note x = xp + xg avec xp € F et zg € G, la symétrie d’axe F' et de

direction G est application
s : F —- FE
r = TF—xq.
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({Proposition 14.40 (Lien entre projection et symétrie)} _

Soient p la projection sur F' parallelement & G et s la symétrie d’axe F' et de direction G. Alors

(i) p = %(s +1dp).

. J

ﬁ[Proposition 14.41 } N

La symétrie s d’axe F' et de direction G est linéaire et
(i) F =Ker(Idg —s) et G = Ker(Idg +s).
(ii) S|F = IdF et 3|G = —Idg.

(i) sos=1Idg.

= J

ﬁ[Proposition 14.42 } N

Si s vérifie s o s = Idg, alors c’est une symétrie d’axe Ker(Idg —s) et de direction Ker(Idg +s).

. J

Remarque. Un endomorphisme s tel que s o s = Idg s’appelle une involution.

14.4 Dimension des espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, F désigne un K-espace vectoriel, les x; sont des vecteurs de E et les \; sont des
scalaires de K.

14.4.1 Familles de vecteurs

~Définition 14.43 } N
On dit que la famille de vecteurs (x1,...,z,) est liée (ou que les vecteurs sont linéairement
dépendants) s'’il existe des scalaires Aj,..., A, non tous nuls tels que

Az + ...+ Az, =0g.

Une famille qui n’est pas liée est composée de vecteurs linéairement indépendants. On dit
qu’elle est libre.

\\ ~/

Remarque. Dire qu'une famille est liée revient a dire que I'un des vecteurs est combinaison linéaire des
autres.
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ﬁ[Proposition 14.44 j ~
Une famille (z;)1<i<n est libre si et seulement si pour tous Ay, ..., A\, € K|
n
D Ami=0=XM=..=X =0
i=1
= J
~(Définition 14.45 } N
On dit qu’une famille de vecteurs (1, ..., z,) engendre E (ou que c’est une famille génératrice

de E) si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire des z; :

Vo € B, I\, .. M) €K o= A,
=1

Définition 14.46 }

On dit qu’une famille de vecteurs (x1,...,z,) est une base de E si c’est une famille libre et
génératrice de F.

— Théoréme et définition 14.47 | N

Une famille de vecteurs (xy,...,2,) est une base de E si et seulement si tout vecteur z de F
s’exprime de maniére unique comme combinaison linéaire des x; :

n
Vo € B, A, ..., A) €K™ 2= A,
=1

Le n-uplet (\q,...,\,) forme la famille des composantes (ou coordonnées) de = dans la base
({171, v ,.Z'n).

Définition 14.48 }

On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.
Sinon on dit qu’il est de dimension infinie.
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(i) Etant donnée £ = (z1,...,z,) une famille libre de E et = ¢ Vect(£), la famille

(z1,...,2pn, ) est aussi une famille libre de E.
(ii) Etant donnée (x1,...,xy,) une famille de vecteurs de E et x,,41 € Vect(z1,...,2,), on a
Vect(x1, ..., Tn, Tnt1) = Vect(x1,...,2p).
L )
r:(Théoréme 14.50 j N

Soient p, q,n € N*. Etant données dans E
> une famille libre £ = (44,...,¢,),

> une famille génératrice G = (g1, ...,9q),
il existe une base B de E de la forme

B=(l1,. .., Ly lp1,- . L)

avec lpi1,...,0n €G.

\ o’

Remarque. Ce théoreme a deux conséquences tres utiles.
e Théoreme d’existence de base : tout espace vectoriel non réduit & {0} de dimension finie admet une
base.
e Théoreme de la base incomplete : étant donnée une famille libre dans un ev £ de dimension finie, on
peut la compléter en une base de E.

r:(Théoréme 14.51 j N
Le cardinal d’une famille libre de E est toujours plus petit que le cardinal d’une famille
génératrice.

~ J)

~ Théoréme et définition 14.52 N

Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont méme cardinal, appelé dimension
de E et noté dim F.

\\ ~/

Remarque. Par convention la dimension de 'espace {0} est 0.

/:(Théoréme 14.53 j N\

Soient E un espace vectoriel de dimension n et F une famille de p vecteurs de F.
(i) Si F est libre, alors p < n et on a égalité si et seulement si F est une base de E.

(ii) Si F est génératrice, alors p > n et on a égalité si et seulement si F est une base de E.
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14.4.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel
r:(Théoréme 14.54 j S\
Soit, F' un sev de E. Alors
(i) dim F < dim F,
(ii) dmF =dimE < F = E.
\ J
/:[Théoréme 14.55 j S
Soit £ un ev de dimension n. Soient F' et G deux sev de E munis des bases respectives (f1,..., fp)
et (g1,...,9q). Alors on a équivalence entre
(i) E=Faa,
(i) (fi,---5fp:91,--.,9q) est une base de E.
N\ -/
Remarque. Ce théoreme a deux conséquences intéressantes.
e En termes de dimensions, si £ = F @ G, alors dim F = dim F' 4+ dim G.
e En dimension finie, tout sev admet un supplémentaire.
Théoréme 14.56 (Formule de Grassmann)][ N
Soient F' et G deux sev de E. Alors
dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).
\ J
Remarque. Par conséquent, parmi les trois conditions suivantes, il suffit d’en établir deux pour montrer
que E=F&aG:

(1) FnG = {OE},
(2) F+G=E,
(3) dim F' + dim G = dim E.

14.4.3 Applications linéaires

~ Théoréme 14.57 }

\
Soit (e, ..., e,) une base de E. Etant donnée une famille 7 = (f1,--., fn) une famille de vecteurs
de F, il existe une unique application u : E — F' telle que pour tout i, u(e;) = f;. De plus,
e u est injective si et seulement si F est libre,
e u est surjective si et seulement si F est génératrice.
J
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/::;borollaire 14.58 i -

Avec les notations précédentes, F' est isomorphe a E si et seulement si dim F' = dim E = n.

Remarque. Ceci permet d’établir un isomorphisme entre tout K-ev de dimension n et K".

- ~

S~

_ - 2

Etant donnés FEq et Ey deux espaces vectoriels de dimension finie, on a
d1m(E1 X EQ) = dim F4 + dim FEj.

= J

/:[Déﬁnition 14.60 (Rang)} N

(i) Soient E un ev de dimension finie et F une famille de vecteurs de E. On appelle rang de
F la dimension de Vect(F).

(ii) Soit u € L(FE, F). On appelle rang de u la dimension de Vect(Imu).

\\ ~/

Notations. On note ces quantités rg F et rgu.

{Proposition 14.61 } -

Etant donnée (é1,...,e,) une base de E, on a

rgu =rg(u(ey),...,u(e,)).

= J

(:[Théoréme 14.62 (du rang)} \

Soient E et F' deux espaces vectoriels, E' étant de dimension finie et u € L(E, F). Alors

dim £ = dim(Ker u) + dim(Im «) = dim(Ker u) + rg u.

6orollaire 14.6?; : :, P N

S~

Soit u € L(E, F') avec E et F' deux ev de méme dimension finie. Alors on a équivalence entre
(i) u est injective,
(ii) w est surjective,

(iii) w est un isomorphisme.
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14.4.4 Interprétation matricielle des applications linéaires

Représentation matricielle d’'une famille de vecteurs et d’une application linéaire

~{Définition 14.64 } <

Soit F' un K-espace vectoriel de base F = (fi,..., fn) et V = (v1,...,v,) une famille de vecteurs
de F. On appelle matrice de la famille V dans la base F la matrice

U1 Uj Up
ai ... Q15 ... Gp\—> fi
Mat]:(V) = a;1 B aij e aip — f,L
apl ... Qpj ... GQpp/)—> fn

ou les a;; sont les composantes des v; dans la base F.

\ J)
~Définition 14.65 } N
Soient
> FE un espace vectoriel de base £ = (e1,...,ep),
> F un espace vectoriel de base F = (f1,..., fn),
> u e L(E,F)
On appelle matrice du u relativement aux bases £ et F la matrice
u(er)  uleg)  ulep)
} } |
arp ... @13 ... Qap\—* fl
Matg,;(u) =\la1r ... aj ... ap|—fi
(0775 NN anj e anp — fn
ol .
V(i,j) € [1,n] x [L,p], u(e;) =) aijfi.
i=1
\ J)

Remarque. Autrement dit,
Matg 7(u) = Matr(u(er), ..., u(en)).
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Notation. Pour un endomorphisme, on note simplement

Matg(u) = Matg ¢ (u)

r:(Théoréme 14.66 j S\

Soient £ une base de F un espace de dimension p et F une base de F' un espace de dimension n.
Alors I’application
®: L(E,F) = Mp(K)
u +— Matg r(u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

N\ -/
Remarque. En particulier, dim(£L(E, F)) = dim(M,,(K)) = p x n.
ﬁ[Proposition 14.67 } N
Soient E et F' deux espaces vectoriels avec pour bases respectivement &, F. Etant donné u €
L(E,F),on a
Matr(u(x)) = Matg r(u) x Matg(z).
& J
ﬁ[Proposition 14.68 } N

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels avec pour bases respectivement £, F et G. Soient
u€ L(E,F)etveL(F,G). Alors

Matg g(v ou) = Matr g(v) x Matg 7(u).

. J

Remarque. Avec A = Matg r(u), X = Matg(z) et Y = Matp(u(z)), on retient la forme
Y =AX.

Remarque. Tous les résultats précédents peuvent s’interpréter dans le cas particulier ot £ = F et
établissent une correspondance bijective entre matrices carrées et endomorphismes.

Matrice de changement de base

—(Définition 14.69 } <

Soient £ = (e1,...,e,) et F = (f1,..., fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage
(ou matrice de changement de base) de £ & F la matrice de F dans la base £ et on note

Per= Matg (F).
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ﬁ[Proposition 14.70 j N

Soient £, F et G trois bases de I’espace vectoriel £. Alors on a
(i) Per=Matre(Idp);
(i) Peg= PerPrg;

(iii) Pg 7 est inversible et (Pe ) ' = Pre.

. J

/{Proposition 14.71 (Changement de base pour un vecteur)} ~

Soient &€ et F deux bases de E. Etant donné z € F ,on a
Matr(z) = Pr e Matg ().

. J

/—[Proposition 14.72 (Changement de base pour un morphisme)} ~

Soient € et & deux bases de E. Soient F et F' deux bases de F. Etant donné u: E — F, on a
Matgr 7 (u) = Pz r Matg,]:(u)P&g/.

(. )

/{Proposition 14.73 (Changement de base pour un endomorphisme)} ~

Soient € et & deux bases de E. Etant donné u : E — FE,ona

Matg/ (u) = Pg/7g Matg(u)Pgﬁg/.

. /

Remarque. Avec A = Matg(u), A" = Matg/(u) et P = Pgr g, on retient la forme

A =P TAP.



