8 PCSI 2017-2018 Amyot




CHAPITRE 2

CALCULS ALGEBRIQUES

2.1 Somme et produit

Notations. Soient (uy)r € N une suite de nombres (réels ou complexes) et m,n € N tels que m < n. La
somme et le produit d’éléments successifs de la suite se notent de la maniere suivante.

n
U, + oo+ Uy = Zuk,
k=m

n
Um X oo X Up = Huk
k=m

Remarque. On peut aussi imaginer (et c’est la notation qu’on emploiera pour énoncer les propriétés en
toute généralité) une famille d’éléments indexée par un ensemble fini : (u;);er, dont on écrit la somme

S

i€l

ﬁ[Proposition 2.1 } N

Soient I un ensemble fini et (a;); € I et (b;);e; deux familles de nombres complexes. Soit A une
constante. Alors

o \ai — \ . A
; a; ;az ° Ha;‘: (Hai> ,

b = g L b.7 el el

o iezlaz % iezlaz ZEZI % . Haibi:Haibei,
A+ a;) = pA + y icl icl icl

° ;( az) p ;az o H(}\az) —_ )\pHai’

icl iel
ou p est le nombre d’éléments de I.

-

Remarque. Par convention, une somme vide vaut 0 et un produit vide vaut 1.
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2.2 Sommes usuelles

(:[Théoréme 2.2 (Progression arithmétique)} N

Soient (ug)r une suite arithmétique de raison r et m,n € N. Alors

um+un

Zuk— (n—m+1) x —

\ o’

/:[Théoréme 2.3 (Progression géométrique)} N

Soient (vg)r une suite géométrique de raison g et m,n € N. Alors

n—m+1

— Upt1 1—gq
Z”k— 1_g+ =Um X —

\\ ~/

ﬁ(Proposition 2.4 } N

Soit n € N. Alors

- n—|—1) n(n+1)(2n+1) & n(n+1)\?
d k= .Y k= S : Zk3:<2>

k=1 k=1 k=1

(S /

(:[Théoréme 2.5 (Identité remarquable)} N

Soient a,b € C et n € N*. Alors

n—1
a®—b"=(a—-0) Z akpr—1k,
k=0

2.3 Coeflicients binomiaux

~Définition 2.6 } N

Etant donné n € N, on appelle factorielle de n le nombre entier noté n! et défini par
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Remarques.

e La convention 0! = 1 est cohérente avec celle du produit vide.

e On peut aussi la définir par récurrence par 0! = 1 et pour tout n € N, (n + 1) =n! x (n +1).

~Définition 2.7 ) N

Pour tout n € N, et tout p € [0,n], on définit le coefficient binomial < p parmi n > par
<n>_ n! ~n(n—-1)...(n—p+1)
p)  pin—p) p!
J)

\>

Remarque. On peut les définir plus généralement en posant ( ) =0sip<Ooup>n.

n
p

{Proposition 2.8 }

Soit n € N.
L (%)
2. (1)

3. Symétrie : Vp € [0, n], (n) = ( " >
p n—p

4. Formule de Pascal :
Vp<n-—1, <n)+< "
b D+
.

0 =1

n.

J:<

/{Proposition 2.9 (Formule du binéme)}

Pour tous a,b € C et tout n € N,

2.4 Sommes doubles

Notations. Etant donnés deux ensembles finis I et .J , une famille d’éléments indexée par I et J se note

(aij)@jyerxs ou (aij)ier - La somme de ces éléments est notée
jeJ

J
E Aij ou

(4,5)eIxJ

E Qjj.

i€l
Jj€J

Remarque. Dans le cas particulier ou I = [m,n] et J = [p, ¢] sont des ensembles d’entiers successifs, on

note la somme

E Qjj.

mé@‘gn
PSISq
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/:[Théoréme 2.10 (Indexation sur un rectangle)} N\
Soient m,n,p,q € N et (ai;)m<i<n une famille de nombres complexes. Alors
P<J<q
n q q n
DRTED S DI 9 ol
m<Isn i=m j=p j=pi=m
P<I<q
\ )
/:[Théoréme 2.11 (Indexation sur un triangle)} N

Soient m,n € N et (a;j)m<i<j<n une famille de nombres complexes indexée par le triangle
{(@,7)|m <i<j<n} Alors

> = fi%: ii‘”

m<i<yj<n i=m j=i Jj=mi=m




