PCSI Jacam pour le 25/01/18
DEVOIR MAISON N° 5

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.
Les résultats devront étre encadrés.
On s’attachera a proposer une rédaction absolument personnelle des solutions.

Ex 1 pour tout le monde

si DS3 < 8 : Pb 1 obligatoire

si DS3 > 10 : Pb 2 obligatoire

sinon : au choix

facultatif : ’autre probléeme 2 du DS 4

Exercice 1
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1. Déterminer en fonction de A le rang de la matrice A.

2. Résoudre dans R* (en discutant selon les valeurs de \) le systéme d’équations

z+y+2z+t=0
24+ y+Az+2t=0
r+Ay+4z+t=0

3. Dans l'espace a trois dimensions muni d’un repere, on considére les plans d’équations

Pr o x4+y+22—-1=0
Py : 20+y+Az—2=0
Ps : z+Ay+42—-1=0.

Déterminer les valeurs de A telles que I'intersection de ces trois plans soit une droite et en exprimer
une représentation, (par exemple sous forme paramétrique).

Probléeme 1

On considere I’'équation différentielle

vy —y+x=0 (E)
1. Déterminer les solutions de cette équation séparément sur | — oo, 0] et sur |0, +ool.
2. Existe-t-il des solutions (donc continues, dérivables) de (E) sur R tout entier ?

3. On s’intéresse maintenant aux solutions définies sur |0, +oo|. Etant donnés 29 > 0 et yo € R, donner
Pexpression de la solution de (F) qui vaut y en xo.

4. Si on appelle Cy la courbe intégrale correspondante, donner une équation de la tangente en xg a Cp.

5. xo étant fixé, montrer que toutes les tangentes obtenues en faisant varier yg dans R tout entier sont
concourantes en un point que l’on précisera.

6. Montrer que les courbes intégrales de toutes les solutions de (E) admettent toutes un maximum sur
R* et déterminer le lieux des points correspondants.



7. Représenter 'allure de quelques courbes intégrales, les tangentes et les maxima évoqués dans les
questions précédentes.

Probléme 2

On note &€ 'ensemble des fonctions f : R — R continues telles que

Vo,y €R, f(zy) =2f(y) +yf(z).

1. Soit f € €.
(a) Déterminer f(—1), f(0) et f(1).
(b) Montrer que f est impaire.
2. Soit f € E que l'on suppose (dans cette question) dérivable sur |0, 4+o00].

(a) Montrer que f est solution sur ]0, +o00[ de I’équation différentielle
vy —y=kx (E)

ou k est une constante (dépendant de f) & déterminer.
(b) Résoudre cette équation différentielle sur |0, 4-o0l.
(¢) En déduire, pour tout x € R, l'expression de f(x) en fonction de k.
3. Soit fi 'unique fonction appartenant a &, telle que f{(1) = 1.
(a) fi est-elle dérivable en 07
(b) Esquisser l'allure de fj.

4. Soit f € € que 'on suppose (dans cette question) seulement continue. On note F' sa primitive s’annulant
en 0.

(a) Montrer que
2
Va,y € R, Flay) = 2”F(y) + “- f ().
(b) En déduire que f est dérivable sur |0, +ool.

(c) Déterminer &.



