
TD 10. Techniques d’approximation

10.1 Nombres réels

Dans les premiers exercices, on note bAc = E(A)

Exercice 10.1
Montrer que pour tous x ∈ R et p ∈ Z,

bx+ pc = bxc+ p.

Exercice 10.2

1. Montrer que pour tout x ∈ R, b2xc − 2bxc ∈ {0, 1}.

2. Montrer que pour tout x ∈ R, bxc+

⌊
x+

1

2

⌋
= b2xc.

10.2 Comparaisons de suites

Exercice 10.3
Déterminer un équivalent et la limite quand n→ +∞ des suites suivantes :

(a) n ln

√
n+ 1

n− 1
,

(b)
√
n+
√
n2 + 1−

√
n+
√
n2 − 1,

(c)

(
n

n− x

)n
pour x ∈ R,

(d) n1/n − 1,

(e) ln(n+
√
n2 + 1),

(f)
sin(1/n) + 1

tan( 1
n2 )

,

(g) e
sin

√
lnn
n − cos

1
4
√
n

,

(h) ln

(
n2 − n+ 5

n2 + n− 3

)
.

Exercice 10.4

Soit hn = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
.

1. Montrer que pour tout k > 0,
1

k
6 ln(k)− ln(k − 1) 6

1

k − 1
. (on pourra utiliser une intégrale)

2. En déduire la limite de hn.

3. Calculer la limite de
hn
lnn

.

4. Conclure.

Exercice 10.5
Pour tout n ∈ N, soit xn le nombre réel solution de tanx = x sur ]nπ − π

2 , nπ + π
2 [.

1. Montrer que xn ∼ nπ.

2. Soit yn = xn − nπ. Montrer que yn ∼ π/2.

3. Soit zn = yn − π
2 . Montrer que zn ∼ − 1

nπ .
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